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INTRODUCTION :

Il'y a quelques années de cela, le programme de sciences physiques de BAC PRO avait un chapitre sur
I’écoulement des fluides. Il était question aussi de la portance d’une aile d’avion et donc nous parlions du
profil de l'aile d’un avion, de I'extrados et de I'intrados comme indiqué sur le schéma ci-dessous.
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Figure 1 : profil d’une aile d’avion

Au-dela de la physique de I'écoulement des fluides sur ce profil, je faisais le profil de I'aile en mathématique avec les
éleves (en les aidant bien évidemment) a l'aide des courbes de Bézier.

Le probleme était le suivant, comment faire une courbe mathématique du profil d’une aile d’avion ?

Il était évident que les courbes polynomiales étaient hors de portée des éléves lorsque cette courbe devait passer par
plusieurs points différents. Je me suis souvenu d’une conférence a l'université de Lille quelques années auparavant
sur les courbes de Bézier entre autres par un chercheur des Arts Et Métiers qui lui travaillait sur les turbines des
moteurs de la fusée Ariane.

A l'aide du logiciel Géogébra nous pouvions générer des profils différents et les tester ensuite en faisant de profils en
carton et en repliant du papier dessus.

Voici ce qu’avec 4 points et un curseur on obtient sur Géogébra.
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Figure 2 : profil sur Géogébra

Bien s(r, ici c’est une version simplifiée car il n’y a que 4 points appelés points de controle. |l est possible d’affiner le
profil et de faire ce que I'on veut avec plus de points.

Ces courbes sont utilisées ici afin d’avoir des profils mais elles sont utilisées dans beaucoup de domaines comme par
exemple la formation des lettres dans un fichier de type pdf (Portable Document Format).




HISTOIRE BREVE DE PIERRE DE BEZIER :

Pierre de Bézier (1958)

Pierre de Bézier ( 1910- 1999) était ingénieur ( de second plan selon ses propos, il était gadzart, n’étant pas sorti ni
de centrale ni de polytechnique) chez Renault. Il était issu des arts et métiers puis diplomé de Supélec et était donc
ingénieur électromécanicien. En 1977 Pierre de Bézier a obtenu un doctorat (a 67 ans) a l'université Pierre et Marie

Curie de Paris.

Il est connu pour ses courbes et surfaces de Bézier, auxquelles il a donné son nom mais aussi pour avoir créé le
logiciel Unisurf ( pour unification et surface) qui est la base de la DAO (dessin assisté par Ordinateur).

Figure 3 : Croquis en CAO avec le logiciel Unisurf

Ces courbes sont toujours utilisées et sont a la base des logiciels de graphisme et modélisation (CFAO) tels que CATIA
(Dassault aviation), SolidWorks, PostScript, illustrator...
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Figure 4 : exemple d’image de CATIA




) COURBES DE BEZIER

a) Approche des courbes de Bézier par le barycentre de 2 points

Définition 1 :

Soient A et B deux points du plan et a et B deux réels (o € R et B€ R ) tels que a + 3 20

On appelle barycentre de deux points A et B associés aux coefficients respectifs a et B le point G tel
que:

aGA+BGB = 0

A partir de cette définition, on peut introduire le point O et en déduire la relation suivante :

—_ (X —_ e —
()0G = 04 + B OB
a+p a+p

En se plagant dans un repére (0; 7, ), la relation précédente reste valable, il reste a transformer un peu la relation

S - 1) =2
en posant : t = awce qui donne (1-t) poy

En transposant ces nouveaux coefficients (i) devient :
(ii)0G =t OA + (1 —t)OB

En imposant a t I'intervalle de valeurs suivant : t € [0 ; 1], nous avons le point G qui appartient au segment [AB] .

Figure 5 : barycentre de 2 points A et B

Cette figure a été réalisée sur Géogébra en prenant un curseur t € [0 ; 1], deux points A et B quelconques.
Pour tracer G, il suffit d’écrire : t*A+(1-t)*B, ce qui se traduit par la relation (ii), il n’est nul besoin d’écrire OA.

En déplagant le curseur, le point G se déplace de A vers B et inversement comme vous pouvez le constater sur la
figure 6 ci-dessous (avec un pas de 0,1 pour t).1l est a noter que A et B sont appelés points de contrdle.
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Figure 6 : trace du point G




b) Courbes de Bézier a 3 points de contrdle

Ce qui a été fait pour le point G, barycentre de A et B peut étre fait aussi pour 3 points ( A, B et C). A la différence que
Pierre de Bézier n’a pas étendue ce barycentre a trois points mais a modifié les coefficients de la maniéere suivante :

(iii)0G = t>04 + 2t(1 — t)OB + (1 — t)*0C

Cette relation peut étre obtenue en prenant G; barycentre de A et B, G, barycentre de B et C et G barycentre de
deux barycentres G; et G; tels que :

0G, =t0A+ (1-t)0OB

0G, =t 0B + (1—t)0C

0G =t0G, + (1—-1)0G,

Ce point de vue est proche de I'algorithme de Casteljau.

Figure 7 : construction de G avec 3 points de contréle

En déplacant le curseur et en visualisant la trace du point G on obtient la figure suivante :

G2
G1

Figure 8 : trace du point G avec un pas de 0,01

En fait la relation peut se traduire par le fait que le point G est le barycentre des points A, B et C tel que

G=BAR[ (A ; t?), (B ; 2t(1-t)) et (C; (1-t)3].




c) Courbes de Bézier a 4 points de contrdle

Le nombre de points de contrble dépend de 'opérateur et de la forme qu’il veut développer, ainsi nous

pouvons avoir 4 points de contréle (A,B, C et D) ou plus.

Le point G sera remplacé par le point M qui est plus usité en général lorsqu’on parle d’un point défini par des

relations mathématiques.

En prenant la méme méthode que pour 3 points, nous obtenons la relation (iv) pour 4 points suivante :

(iv) OM =304 + 3t*(1 — t)0OB + 3t(1 — t)?0C + (1 —t)30D

Exemples de courbes avec différents positions relatives des points de controle.
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Figure 9 : différentes courbes de Bézier a 4 points de contréle
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NB : Dans Géogébra la relation (iv) peut s’écrire dans saisie :
saisie: t3A + 3t*(1 — t)B + 3t(1 — t)°C + (1 — t)3D
Les vecteurs sont remplacés par les points qui font office de vecteur.
Cette facon de procéder dans Géogébra est assez pédagogique mais peu pratique si on désire faire plusieurs courbes.

Il est possible de tracer plusieurs plus simplement en créant un ou des outils. Il suffit ensuite de créer l'outil a n
points et de placer les n points pour que la courbe s’affiche et bouge en déplagant un point avec Courbe.

Exemple avec 3 points :
1% étape : placer trois points A, Bet C
28me &tape : Créer la courbe paramétrée a partir de ces points

Rle X boesN =+
© A= (456-046) A
B = (1056, 2.32)
C = (15.06, 0.78)
a = Courbe (2 x(A) + 2 (L—1) x(B) + (1 ~ )" x(C), £ y(A) + 2 (1 —1) y(B) + (1~ 1) y(C),,0,1)

o<ty 1

o x=12-456+2t (1 —t)-10.56 + (1 —t)’- 15.06
Ty =12 (—046)+ 2t (1 —1)- 232+ (1 —1)2-0.78

—

a = coume(t? X(A)+ 21 (1 — 1) x(B)+ (1 — )2 x(C), 2 y(A) + 2t (1 — 1) y(B) + (1 — )2 y(C), 1,0, 1)

> x=t2- 456 +2t(1—t)-10.56 + (1 —t)*- 15.06 b<i<1
y =1 (—046)+2t(1—t).-232+(1—-t)>-078 )] ~—

Courbe va tracer la courbe en créant la variable t qui va varier de 0 a 1.

3éme &tape : création de l'outil
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Créer un nouvel outil

Objets Finaux Objets Initiaux Nom et Icéne
Sélectionner les objets dans la construction ou choisir dans la liste

Courbe a: Courbe(t* x(A) + 2t (1 - t) x(B) * (1 - t)* x(C), £* y(A) + -~

ANNULER

Objets finaux : cliquer sur la courbe
Objets initiaux : cliquer sur les 3 points
Nom et icne : mettre le nom de l'outil

Un onglet Outil sera affiché et il suffit ensuite de cliquer sur cet onglet et de placer 3 points, la courbe se fera tout

simplement.
Graphique - GeoGebra x o+ v
&« C {Y @ geogebra.org/cassic#graphing G 2

h o~ 004N 2 (v
O A= (456.-015 R, courbedpts N
@  B=(1056232)
O C = (15.06, 0.78)
a = Courbe (£ x(A) + 2 (1= 1) x(B) + {1 )" x(C), ¥ y(A)+ 2t (1= 1) y(B) + (1 - )" 5(C),1,0,1)
© x=12-456+2t(1—t)-10.56 + (1 —t)*- 15.06 ciet
Ty = (—046)+2t(1—t) 232+ (1—t)-078 | B
°
+

Il est plus aisé de tracer des courbes avec l'outil mail il faut le créer d’abord. C’est une activité qui peut étre réalisée
avec des éléves.

Exemples d’application de ces courbes.
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Figure 10 : création d’une police d’écriture




Figure 11 : création de personnages sportif avec la lettre it

d) Courbes de Bézier a n points de controle

> Les coefficients de pondération

Comme vous avez compris, les coefficients de pondération sont les coefficients binomiaux que I'on peut rassembler
dans le triangle de Pascal

1
3 1
6 4 1

10 10 5 1
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Figure 10 : Triangle de Pascal (ordre n =6)

Chaque coefficient est un coefficient binomial qui peut donc s’écrire : (Z) = #lk)'
Ou k !'=kx (k-1) x (k-2)...2x1
> Les polyndmes de Bernstein
Dans la relation (iv), en plus des coefficients binomiaux d’autres termes apparaissent, ce sont les polynémes en t.
(iv) OM =304 + 3t*(1 — t)0OB + 3t(1 — t)*0C + (1 — t)30D

Dans ce cas-ci, les polynémes sont t3, 3t%(1-t, 3t(1-t)? et (1-t)°.

Ces polynGmes sont appelés polyndomes de Bernstein.




Sergei Bernstein (1880-1968): mathématicien russe qui travaillé sur 'approximation de courbes a I'aide de combinaison
linéaires de polynémes et qui a notamment résolu le 19°™ probléme de Hilbert dans sa thése de doctorat.

Sergei Bernstein
Les polyn6mes de Bernstein s’écrivent de fagon générale :

() = (2) t" k(1 - 0"

La relation (iv) peut s’écrire :

3

(iv) OM = Z B3 (t)0A,
k=0

Ainsi nous pouvons facilement écrire la relation pour (n+1) points de contréle :
n
(v) OM = Z B! (t)0A
k=0

Ou:

3

) OM= (2) " k1 - t)*oa,

k=0

Exemples de polynémes de Bernstein :

04 SN 3t2(1-1)

Figure 11 : B3(t)




6t2(1 — t)?
413 w31 —1)

02 04 06 08 1 12

Figure 12: Bj(t)

e) Raccordement des courbes de Bézier

Lorsqu’on trace différentes courbes de Bézier il arrive un moment ou il faut raccorder les courbes entre elles comme
dans I'exemple suivant :

Figure 12 : raccordement de 2 courbes

A priori il y a continuité entre les deux courbes mais est ce que le raccordement se fait sans cassure c’est-a-dire y a-t-
il un raccordement de type C! ?

Ici comme on peut le constater ci-dessous les tangentes au point de raccordement ne sont pas identiques a droite et
a gauche.

Figure 14 : tangentes au point E a droite et a gauche




Pour « éviter » cette cassure il suffit de déplacer le point de controle dont dépend cette tangente pour que les deux
tangentes se superposent, comme ci-dessous :

Figure 15 : superposition des tangentes

Ce qui donne deux courbes raccordées en un point et cela de maniére C?, c’est-a-dire que les tangentes sont
identiques en ce point.

Figure 16 : raccordement C*

f) Problemes des courbes de Bézier

Une courbe de Bézier génere plusieurs problemes de par sa conception :
> Probléeme de raccordement

Le probleme de raccordement est un probléme des courbes de Bézier, il faut en effet déplacer les points pour
avoir un raccordement « parfait » de telle sorte que les tangentes soient identiques.

> Probleme de la globalité

Le second probléme est que lorsqu’on déplace un point, toute la courbe est modifiée. Dans I'exemple ci-dessous
les deux courbes sont les courbes de Bézier avec la position d’un seul point de contréle différent.

Figure 17 : déplacement d’un point de contréle ( F et B)




Cette modification de la courbe par le déplacement d’un point, est le probléme de la globalité de cette méthode.

Pour remédier a ce probléme, il existe les B-splines, ces courbes permettent de déplacer les points de contrble sans
que toute la courbe n’en soit affectée. Le déplacement d’un point n’a qu’un effet limité sur la courbe.

Il) Les B-Splines

Définition :Une spline est une fonction définie par morceaux avec des polynémes.

Les B-splines ( BasicSpline) sont des combinaisons linéaires de splines. L'intérét des B-splines est que le déplacement
d’un point de controle n’affecte qu’une partie limitée de la courbe ce qui est plus confortable pour la CAO
(Conception Assistée par Ordinateur), la méthode B-spline est dite « locale ».

a) Courbes de B-splines : modéle de Riesenfield de degré 2

Dans la suite t estunréel telque:t€[0;1].
On dispose de 4 points A, B, Cet D.
Le but est de tracer deux arcs de courbes Co et C; telles que :
e (pestl’ensemble des points Mctels que :
OM,(8) = Ro()OA + Ry (0B + Ry(t)0C
e (;estl'ensemble des points My tels que :
OM;(£) = Ro(t)0B + Ry(£)OC + Ro(t)0D
Contraintes :

e Le but est de construire des courbes indépendantes du repére choisi, la traduction de cette contrainte est
que Mg est le barycentre de (A, Ro), (B, R1) et (C, R,).

Cette derniére impose que : Ro(t) + Ri(t) + Rz(t) = 1

e |l faut que les courbes se raccordent.
Cela se traduit par: OMy(1) = OM,(0)

e Les tangentes au point de raccordement sont identiques.
Traductions mathématiques : (6170)(1))’ = (UIW;(O) )
Et donc sur les coefficients R(t) :
Ro(1) =R3(1) =0
Ri(1) = Ry(0)
R3(1) = R1(0)




Le modele de Riesenfield ( Richard Riesenfeld mathématicien américain professeur de |'université de I’'Utah ) de
degré 2 est un modele polynomial de degré 2 comme son nom l'indique.

On peut ainsi écrire les fonctions Ri(t) de la fagon suivante :

Ro(t) = aotz + bot + Co
Rl(t) = altz + blt + Cl
Rz(t) = aztz + bzt + Cy

Les différentes contraintes imposées donnent un systeme de 9 équations a 9 inconnues.

Je passerais les détails de la résolution, pour vous donner les solutions.
Ry(t) = ! t2—t+ !

0T 2 2

) 1

Ri(t) = —t +t+§

1 2

Exemple sur Géogébra
(] & 7 LD OO 4L N = ¢ A
-5 . :

a = Courbe((0.5¢* — t +0.5) x(A) + (—t® +t 4 05) x(B) + 0.5 t* x(C), (0.5t* — t + 0.5) y(A) + (—t* + t + 0.5) y(B) + 0.5 +* y(C),t,0,1)

@ x= (058~ t+08) (~65)+ (~*+t+05) (-651)+05¢ (-399) |
y= (058 —t+05) (~1.58)+ (—#+t+05). 134+ 058 (-153) [ —

b = CO(B,C,D)
@ x= (05 —t+05) (—6.51) + (— +t+ 0.5) (—3.99) + 0.5 +* (—3.54) bciel
Ty = (05 —t+05)-134+ (— +t+05) (—1.53)+ 0.5 - 1.89 ==

Figure 18 : fonctions de Riesenfeld de degré 2 sur Géogébra

Remarque : la seconde courbe a été créé a partir d’un outil dérivé la premiére courbe.

La courbe formée par Co et C; est une B-splines associée aux points de contréle A, B, C et D.

Figure 19 : B-splines de degré 2

Remarque : les courbes ne passent pas par les points de contréle.




Figure 20 : B-splines avec les segments entre les points de contrdle

Exemple de tracé avec les B-splines sur Géogébra :\loiture dessinée avec des mathématiques !

Figure 21 : profil voiture avec B-splines et points de contréles

Figure 22 : profil voiture avec B-splines de degré 2

Remarque : les polynémes de Riesenfeld de degré 2 ( Ro, R: et R;) s’écrivent de la fagcon suivante Ro(t) ,Ri(t),
R2.(t)




Les B-splines que nous avons vu, sont contrélés par 4 points de contréle, mais il est possible de la construire avec
plus de 4 points. Nous avons alors deux possibilités pour le faire :

e Soit on fait un nouvel arc (comme sur le profil de voiture en figure 22).

e Soit on ajoute un point de définition pour chaque arc.

Nous allons voir cette derniére solution.

b) Courbes de B-splines : modéle de Riesenfield de degré 3

Prenons 5 points de définition, les arcs auront alors comme définition les relations suivantes :

e (pestl’ensemble des points Mg tels que :

OM,(t) = Ry(t)0OA + R,(t)OB + R,(¢t)OC + R3(t)0D

e (;estl’ensemble des points My tels que :
OM, (t) = Ry(t)0B + R;(t)OC + R,(t)OD + R3(t)0OE

Nous avons donc 4 polynémes et donc il faut 4 coefficients. Il est donc indispensable d’avoir des polynémes de
degré 3.

Les polyn6mes sont les suivants :

(R t) = ':3+t2 t+1
03(8) = 6 2 2 6
t3 2

Ry3(t) = 5 t? *t3
t3 t2 ot 1
Ryz()= —=+—=+z+=

2 2 2 6

Courbes des polynomes Ry (t)

Figure 23 : courbes des polynémes Ry n(t)




B-splines de degré 3

Figure 24 : B-splines de degré 3

Remarque : il est possible d’ajouter des points et donc les polynémes de Riesenfeld seront de degré n qui s’écrivent
de manieére générale :

t+n—-i—jH"
jln—j+1)!

n-1
Rin(t)=(n+1) ) (-1Y

c¢) Comparaison des courbes des Bézier et B-splines

> 4 points de contrdle : courbe de Bézier et B-splines de degré 2

Courbe de Bézier

Courbe de Bézier

B-spline degré 2
Cc

BC-spI\ne degré 2
L}

Figure 25 : comparaison des courbes a 4 points

Méme si les courbes de Bézier et les B-splines sont des courbes paramétrées, nous pouvons voir sur cet exemple que
les courbes sont bien distinctes. La premiére passe par les points initiaux et finaux et la seconde ne passe par aucun
point !




> 5 points de contrdle : courbe de Bézier et B-splines de degré 3

B
C
° /_.\
D
L]

Figure 26 : comparaison des courbes a 5 points

B-spines

Courbe de Bézier

d) Avantages de B-splines sur les courbes de Bézier

Avantages sur un exemple : le profil d’'une aile d’avion

Courbe de Bézier

B-plines de degré 3

Figure 27 : profil d’une aile d’avion avec les courbes de Bézier et les B-splines




> Courbes de Bézier :
o 8 points
o 2 courbes

> B-splines :
o 20 points
o 19 splines

Sur cet exemple on peut voir des différences sur le nombre de points et le nombre de courbes. Les courbes de Bézier
ici utilisent moins de calcul car j’ai pris 4 points de contrdle. Il aurait été possible de faire le profil avec une seule
courbe, le degré des polyn6mes de Bernstein aurait été de degré 7. De plus les courbes de Bézier sont plus faciles
d’utilisation mais les raccordements sont plus difficiles a réaliser.

Au niveau des calculs, plus le nombre de points augmente et plus le degré des polynémes de Bernstein augmente et
le fait de déplacer un point modifie toute la courbe.

Par contre le degré des B-splines reste identiques, seul le nombre de Splines change, et déplacer un point modifié
localement la courbe dans son ensemble.

CONCLUSION :

Souvent des personnes ou des éléves me posent la question suivante : A quoi ¢a sert les maths ?

Il n"est pas aisé de répondre a cela, bien siir il y a les calculs commerciaux, les nombres, la statistique voir la
trigonométrie mais en ce qui concerne les fonctions cela est plus difficile a expliquer simplement. Par le biais de
ces courbes de Bézier et les B-splines, on peut leur montrer qu’avec des fonction simples ( t? ou t3 voir t%), les
logiciels qu’ils utilisent ( exemple : SolidWorks®) fonctionnent avec des mathématiques ! Et que tracer une courbe
en CAQ, c’est faire des mathématiques car sans elles cela ne serait pas possible.

Bien sur les courbes de Bézier et les B-splines ne sont qu’une application des mathématiques parmi tant d’autres,
mais elles me paraissent simples d’accés pour nos éléves (étude des fonctions, repére, vecteurs, dérivées...), ils
peuvent créer des formes, des objets et ainsi donner du sens aux mathématiques faites en classe !

‘Des problemes en
Maths ?

Appelez le :
4

06.e*m. T sinm. d)j xdx.e“'Ine
-2

{Prix o'un appel logal dopuis un poste fue)




